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H : álgebras de Heyting, N : álgebras de Nelson
Sea A = (A, ∩, U, ⇒, ⊥, T) ∈ H, se define (A) el algebra:
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Construcción de Vakarelov (preliminares)

H : algebras de Heyting, N : algebras de Nelson
Sea A = (A, ∩, U, ⇒, ⊥, T) ∈ H, se define Vk(A) el algebra:

a K(A) = {(a, b) ∈ A × A : a ∩ b = 0}

o (a, b) Λ (c, d) = (a ∩ c, b U d),
o (a, b) V (c, d) = (a U c, b ∩ d),
o (a, b) → (c, d) = (a ⇒ c, a ∩ d),
o - (a, b) = (b, a),

1 = (T, ⊥),
Entonces V k(A) ∈ N.
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Sea A = (A, ∧, V, →, —, 1) ∈ N, definimos:

x ≡ y if and only if x → y = 1 and y → x = 1

Consideramos Q(A) = (A/=, ∩, U, ⇒, ⊥, T) donde

⊥ = [— 1],
* T = [1],

[x] ∩ [y]] = [x ∧ y]],

[x] U [y] = [x V y],

[x] ⇒ [y ] = [x → y ]

Luego Q(A) ∈ H.
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Relacion entre H y N (preliminares)

Ademáas,
o Si A = (A, ∩, U, ⇒, ⊥, T) ∈ H entonces A es isomorfa a Q(Vk (A)).
o Si A = (A, ∧, V, →, —, 1) ∈ N entonces A es isomorfa a una 

subálgebra de Vk(Q(A)).
Podemos citar por ejemplo:
[5] D. VAKARELOV. Notes on N-lattices and constructive logic with strong 
negation. Studia Logica, 36(1-2):109-125, 1977.
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Algebras de semi Heyting

Las algebras de semi Heyting son algebras A = (A, V, ∧, →, T, que
satisfacen las siguientes condiciones:

A> (A, V, ∧, T, es un reticulado acotado.
A> x ∧ (x → y) ≈ x ∧ y

x ∧ (y → z) ≈ x ∧ [(x ∧ y) → (x ∧ z)]
O x → x ≈ 1.

[3] Hanamantagouda P. Sankappanavar. Semi-Heyting algebras: an 
abstraction from Heyting algebras. In Proceedings of the 9th "Dr. Antonio A.
R. Monteiro” Congress (Spanish), Actas Congr. “Dr. Antonio A. R. Monteiro”, 
pages 33-66, Bahia Blanca, 2008. Univ. Nac. del Sur.
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Las algebras de Heyting son algebras A = (A, V, ∧, →, T, que
satisfacen las siguientes condiciones:

A> (A, V, ∧, T, es un reticulado acotado.
A> x ∧ (x → y) ≈ x ∧ y
A> x ∧ (y → z) ≈ x ∧ [(x ∧ y) → (x ∧ z)]
O (x ∧ y) → x ≈ 1.
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SN: algebras de semi Nelson



Algebras de semi Nelson

[2] Un álgebra (A, ∧, V, →, —, 1) es un álgebra de semi Nelson si verifica 
las siguientes ecuaciones:

(E1) x ∧ (x V y) = x,
(E2) x ∧ (y V z) = (z ∧ x) V (y ∧ x),
(E3) —— x = x,
(E4) — (x ∧ y) =— xV — y,
(E5) x∧ — x = (x∧ — x) Λ (yV — y),
(E6) x Λ (x →n y) = x Λ (— x V y),
(E7) x →n (y →n z) = (x Λ y) →n z,
(E8) (x →N y) →N [(y →N x) →N [(x → z) →N (y → z)]] = 1,
(E9) (x →N y) →N [(y →N x) →N [(z → x) →N (z → y)]] = 1,

(E10) (— (x → y)) →N (x∧ — y) = 1,
(E11) (x∧ — y) →n (— (x → y)) = 1.

donde x →n y : = x → (x Λ y).



Algebras de semi Heyting dualmente hemimorficas

Un algebra (A, ∧, V, →,', 0,1) se dice que es un álgebra de semi Heyting 
dualmente hemimórfica si (A, ∧, V, →, 0,1) es un algebra de semi 
Heyting y se satisfacen las siguientes condiciones:
(E4): 0' = 1,
(E5): 1' = 0,
(E6): (x ∧ y)' = x' V y'.

[4] Hanamantagouda P. Sankappanavar. Expansions of semi-Heyting 
algebras I: Discriminator varieties. Studia Logica, 98(1-2):27-81, 2011.
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Un algebra (A, ∧, V, →,', 0,1) se dice que es un algebra de semi Heyting 
dualmente hemimorfica si (A, ∧, V, →, 0,1) es un algebra de semi 
Heyting y se satisfacen las siguientes condiciones:
(E4): 0' = 1,
(E5): 1' = 0,
(E6): (x ∧ y)' = x' V y'.

[4] Hanamantagouda P. Sankappanavar. Expansions of semi-Heyting 
algebras I: Discriminator varieties. Studia Logica, 98(1-2):27-81, 2011.

DHMSH: Algebras de semi Heyting dualmente hemimorficas.



Algebras de semi Heyting dualmente hemimórficas

H N
∩

SH
∩

SN
∏

DHMSH



Algebras de semi Heyting dualmente hemimórficas



Algebras de semi Heyting dualmente hemimórficas

Lenguaje?



Algebras de semi Nelson dualmente hemimorficas

Un algebra (A, ∧, V, →, —,', 1) es un algebra de semi Nelson dualmente 
hemimorfica si (A, ∧, V, →, —, 1) es un algebra de semi Nelson y satisface 
las siguientes ecuaciones:

(E1) (— 1)' = 1
(E2) 1' → (— 1) = 1

(E3) ((x → y) ∧ (y → x) ∧ x)' → ((x → y) ∧ (y → x) ∧ y)' = 1
(E4) (— x') → (— x ∧ (x' → x)) = 1
(E5) (— x ∧ (x' → x)) → (— x') = 1
(E6) (x ∧ y)' → (x' V y') = 1
(E7) (x' V y') → (x ∧ y)' = 1



Algebras de semi Nelson dualmente hemimórficas

Un álgebra (A, ∧, V, →, ~,', 1) es un algebra de semi Nelson dualmente 
hemimórfica si (A, ∧, V, →, 1) es un algebra de semi Nelson y satisface
las siguientes ecuaciones:

(E1) (- 1)' = 1
(E2) 1' → (- 1) = 1

(E3) ((x → y) ∧ (y → x) ∧ x)' → ((x → y) ∧ (y → x) ∧ y)' = 1
(E4) (~ x') → (~ x ∧ (x' → x)) = 1
(E5) (~ x ∧ (x' → x)) → (~ x') = 1
(E6) (x ∧ y)' → (x' V y') = 1
(E7) (x' V y') → (x ∧ y)' = 1

DHMSN: variedad de las álgebras de semi Nelson dualmente 
hemimáorficas.
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Construcción de Vakarelov
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Relación entre DHMSH y DHMSN

o Si A = (A, ∩, U, ⇒, ⊥, T) ∈ DHMSH entonces A es isomorfa a 
Q(Vk (A)).

o Si A = (A, ∧, V, →, 1) ∈ DHMSN entonces A es isomorfa a una
subálgebra de Vk(Q(A)).
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Algebras de semi Nelson centradas dualmente hemimórficas

SNc: la categoría cuyos objetos son algebras (T, ∧, V, →, c, 0,1) de 
tipo (2, 2, 2,1, 0, 0, 0), donde (T, ∧, V, →, 1) es un algebra de semi 
Nelson, 0 =~ 1 y c satisface que c =~ c.



Algebras de semi Nelson centradas dualmente hemimórficas

SNc: la categoría cuyos objetos son álgebras (T, ∧, V, →, —, c, 0,1) de 
tipo (2, 2, 2,1, 0, 0, 0), donde (T, ∧, V, →, —, 1) es un algebra de semi 
Nelson, 0 =— 1 y c satisface que c =— c.

DHMSNc: la categoría cuyos objetos son algebras
(T, ∧, V, →, —,', c, 0,1) de tipo (2, 2, 2,1,1, 0, 0, 0) tal que
(T, ∧, V, →, —, c, 0,1) ∈ SNc y (T, ∧, V, →, —,', 1) ∈ DHMSN.



Algebras de semi Nelson centradas dualmente hemimorficas

o Sea f : A → B un morfismo en DHMSNc. Entonces
Q(f) : Q(A) → Q(B) definido como (Q(f))([a]]) = [f(a)]] es un 
morfismo en DHMSH.
Si f : A → B es un morfismo en DHMSH entonces
Vk(f) : Vk(A) → Vk(B) definido como (Vk(f))(a, b) = (f(a), f(b)) 
es un morfismo en DHMSNc.

o Para A ∈ SNc tenemos que h : A → (Vk(Q(A))) definido por 
h(a) = ([a], a]) es un isomorfismo.

o Si A ∈ SH, la aplicacián i : A → Q(Vk(A)) dada por
i (a) = [(a, a*)] es un isomorfismo.



Algebras de semi Nelson centradas dualmente hemimórficas

o Sea f : A → B un morfismo en DHMSNc. Entonces
Q(f) : Q(A) → Q(B) definido como (Q(f))([a]) = [f(a)] es un 
morfismo en DHMSH.
Si f : A → B es un morfismo en DHMSH entonces
Vk(f) : Vk(A) → Vk(B) definido como (Vk(f))(a, b) = (f(a), f(b)) 
es un morfismo en DHMSNc.

o Para A ∈ SNc tenemos que h : A → (Vk(Q(A))) definido por 
h(a) = ([a], [— a]) es un isomorfismo.

o Si A ∈ SH, la aplicacián i : A → Q(Vk(A)) dada por
i (a) = [(a, a*)] es un isomorfismo.

Teorema
Los funtores Q : DHMSNc → DHMSH y Vk : DHMSH → DHMSNc 
establecen una equivalencia categorial entre DHMSNc y DHMSH con 
isomorfímos naturales h e i.



Sistemas deductivos y congruencias en DHMSN

Sea A = (A, ∧, V, →, ~,', 1) ∈ DHMSN. Un subconjunto D C A es un 
sistema N-deductivo de A si para todo a, b ∈ A, las siguientes 
condiciones se satisfacen:
Ds 1) 1 ∈ D,
Ds2) Si a, a →n b ∈ D entonces b ∈ D.
siendo x → y := x → (x ∧ y).
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Sea A = (A, ∧, V, →, —,', 1) ∈ DHMSN. Un subconjunto D C A es un 
sistema N-deductivo de A si para todo a, b ∈ A, las siguientes 
condiciones se satisfacen:
Ds 1) 1 ∈ D,
Ds2) Si a, a → b ∈ D entonces b ∈ D.
siendo x → y := x → (x ∧ y).
Diremos que D es un sistema N -deductivo si satisface la siguiente 
condicián adicional:
Ds3) Si a ∈ D entonces (a') → (— 1) ∈ D.
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Sistemas deductivos y congruencias en DHMSN

Sea A ∈ DHMSN.
Con(A): el reticulado de congruencias del algebra A.
Dedu(A): el reticulado de sistema N -deductivos del algebra A.

Teorema

Sea A = (A, ∧, V, →, ~,', 1) ∈ DHMSN. Entonces los reticulados 
Dedu(A) y Con(A) son isomorfos.

Como consecuencia DHMSN es una variedad aritmática.
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Muchas gracias por su atención.


